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INTRODUCCIÓN.
• Se presenta una plataforma experimental educativa para el

estudio de la cinemática, dinámica y control de un robot
manipulador de 5 GDL con una pinza.

• Para el control de movimiento del manipulador se propone
un controlador PID que se ejecuta en tiempo real a través
del Toolbox ARDUINO IO en Matlab-Simulink, con la ayuda
de dos tarjeta Arduino Mega.

• La plataforma permite utilizar otros algoritmos de control
como robustos, óptimos, adaptables, entre otros.
Adicionalmente se pueden implementar bloques de diversos
Toolboxs.



Arquitectura del 
manipulador.

• Brazo robótico Smart Man ED7220C de
la compañía Coreana ED Corporation.

• 5 articulaciones.

• 1 pinza.

• Las articulaciones y la pinza son
actuadas por motores de cd

• Dispone de interruptores de final de
carrera.

• Cada motor tiene de decodificadores 
ópticos.

Figura 1. Robot manipulador



Arquitectura de manipulador.
Características de los motores.

Modelo DME38B50G-116 DME38B50-115

Voltaje nominal 24V 24V

Velocidad nominal 34 rpm 65 rpm

Relación de engranes 144 72

PPR del encoder 24 48

Articulaciones que 
acciona

Cintura
Hombro

Codo

Muñeca alabeo
Muñeca guiñada

Tabla 1: Características de los Motores de corriente 
directa



Arquitectura de la plataforma.

Figura 2. Arquitectura de la plataforma



Cinemática del manipulador.
Cinemática directa.

• Determina la configuración del efector final x,y,z a partir de las
posiciones de las articulaciones.

Figura 3. Esquema de la cinemática del 
manipulador

Figura 4. Posición del efector final del 
manipulador



Cinemática directa del manipulador.

Esta expresado por:

Donde:
𝑐𝑜𝑠 𝑞1 = 𝐶1; 𝑐𝑜𝑠 𝑞1 + 𝑞2 = 𝐶12; 𝑐𝑜𝑠 𝑞1 + 𝑞2 + 𝑞3 = 𝐶123

Cinemática inversa.

• Permite encontrar el valor de las coordenadas articulares q1, q2,. . .,
q5 para que la pinza se posicione y oriente en una determinada
localización espacial.

𝑥 = 𝐶1 𝑎1 ∙ 𝐶2 + 𝑎2 ∙ 𝐶23 +𝑎3 ∙ 𝐶234
𝑦 = 𝑆1 𝑎1 ∙ 𝐶2 + 𝑎2 ∙ 𝐶23 + 𝑎3 ∙ 𝐶234
𝑧 = 𝑑1 + 𝑎1 ∙ 𝑆2 + 𝑎2 ∙ 𝑆23 +𝑎3 ∙ 𝑆234

(1)



Está expresada por:

Donde 𝑎𝑡𝑎𝑛2 𝑦∗, 𝑥∗ calcula el arcotangente de  𝑦∗ 𝑥∗, pero utiliza el 
signo de cada argumento para determinar el cuadrante al que 
corresponde el ángulo entre 𝑥∗e 𝑦∗. 

Cinemática inversa  del manipulador.

𝑠 = 𝑧 − 𝑑1

𝑟 = 𝑥2 + 𝑦2

𝑝𝑤𝑥 = 𝑟 − 𝑎3𝑐𝑜𝑠 𝜙
𝑝𝑤𝑦 = 𝑠 − 𝑎3𝑠𝑖𝑛 𝜙

𝐷 =
𝑝𝑤𝑥
2 + 𝑝𝑤𝑦

2 − 𝑎1
2 − 𝑎2

2

2𝑎1𝑎2
𝑞1 = 𝑎𝑡𝑎𝑛2 𝑦, 𝑥

𝑞2 = 𝑎𝑡𝑎𝑛2 𝑝𝑤𝑦 , 𝑝𝑤𝑥 − 𝑎𝑡𝑎𝑛2 𝑎2𝑠𝑖𝑛 𝜙 , 𝑎1 + 𝑎2𝑐𝑜𝑠 𝜙

𝑞4 = 𝜙 − 𝑞2 − 𝑞3
𝑞5 = 𝜓 (2)

Figura 5. Ángulo 𝝍



Dinámica del manipulador con actuadores.
 Modelo dinámico del manipulador.

El comportamiento dinámico del manipulador se describe como :

𝒒 = 𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑛
𝑇 es el vector de posiciones articulares, n es el número de

GDL y 𝑞𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑛 es la posición articular de la i-esima articulación del robot.

  𝒒 es el vector de velocidades angulares.

𝑴 𝒒 = 𝑴 𝒒 𝑻 ∈ 𝑅𝑛𝑥𝑛 se denomina matriz de inercia.

𝑪 𝒒,  𝒒  𝒒 ∈ 𝑅𝑛𝑥1 se llama vector de fuerzas centrifugas y de Coriolis.

𝒈 𝒒 ∈ 𝑅𝑛𝑥1 es un vector de fuerzas gravitaciones.

𝒇  𝒒 ∈ 𝑅𝑛𝑥1 es un vector de fuerzas de fricción.

𝝉 ∈ 𝑅𝑛𝑥𝑛 es un vector de pares aplicados por los actuadores en las
articulaciones.

𝑴 𝒒  𝒒 + 𝑪 𝒒,  𝒒  𝒒 + 𝒈 𝒒 + 𝒇  𝒒 = 𝝉 (3)



• Modelo dinámico de los actuadores.

Dinámica del manipulador con actuadores.

Un motor de corriente
directa de imán
permanente acoplado a
una carga mecánica se
representa mediante el
siguiente modelo
matemático:

Figura 6. Motor de cd.

𝐽𝑚  𝑞 + 𝑓𝑚 +
𝐾𝑚𝐾𝑏
𝑅𝑎

 𝑞 +
𝜏

𝑟2
=
𝐾𝑚
𝑟𝑅𝑎

𝑢 (4)



Donde 

Dinámica del manipulador con actuadores.

Término Definición Unidad

𝑞 Posición angular del eje la carga rev

𝑞𝑚 Posición angular del eje del motor rev

𝑟 Relación de transmisión de engranes

𝑢 Voltaje de alimentación del motor V

𝜏 Par aplicado sobre el eje de la carga N∙m

𝐽𝑚 Momento de inercia del rotor kg∙m2

𝑓𝑚
Coeficiente de fricción viscosa del 

motor
N∙m∙s

𝑅𝑎 Resistencia de armadura Ω

𝐾𝑏
Constante de fuerza 
contraelectromotriz

V∙s/rad

𝐾𝑚 Constante de par N∙m/A

Tabla 2: Variables y parámetros de un motor de cd.



Se representa a través de la siguiente ecuación diferencial matricial:

Donde:

𝑱 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝐽𝑚𝑖

𝑩 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝑓𝑚𝑖 +
𝐾𝑚𝑖𝐾𝑏𝑖

𝑅𝑎𝑖

𝑹 = 𝑑𝑖𝑎𝑔
1

𝑟𝑖
2

𝑲 = 𝑑𝑖𝑎𝑔
𝐾𝑚𝑖

𝑟𝑖𝑅𝑎𝑖

𝒖 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝑢𝑖

 𝝉 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝜏𝑖

Dinámica del manipulador con actuadores.

𝑱  𝒒 + 𝑩  𝒒 + 𝑹𝝉 = 𝑲𝒖 (5)



• Modelo dinámico del manipulador con los actuadores.

Si 𝑟𝑖 es elevado resulta en 𝑹 ≈ 𝑶. Resultando la siguiente ecuación 
diferencial

• Por consecuente, se puede despreciar la dinámica del manipulador 
(3) y se pueden utilizar un controlador independiente o desacoplado
para cada articulación.

Dinámica del manipulador con actuadores.

𝑹𝑴 𝒒 + 𝑱  𝒒 + 𝑹𝑪 𝒒,  𝒒  𝒒 + 𝑹𝒈 𝒒 + 𝑹𝒇  𝒒 + 𝑩  𝒒 = 𝑲𝒖 (6)

𝑱  𝒒 + 𝑩  𝒒 = 𝑲𝒖 (7)

 𝑞𝑖 + 𝑎𝑖  𝑞𝑖 = 𝑏𝑖𝑢𝑖

𝑎𝑖 =
𝑓𝑚𝑖𝑅𝑎𝑖 + 𝐾𝑚𝑖𝐾𝑏𝑖

𝐽𝑚𝑖𝑅𝑎𝑖
, 𝑏𝑖 =

𝐾𝑚𝑖

𝐽𝑚𝑖𝑟𝑖𝑅𝑎𝑖

(8)



Estimación paramétrica.

Se desconocen los parámetros ai y bi, i = 1, 2, . . . , 5 del modelo
matemático de los motores acoplados a las articulaciones del
manipulador.

Los parámetros ai y bi del modelo de un motor de cd se emplean
para: 1) el diseño de controladores que permiten obtener
movimientos de alta precisión en el manipulador, y 2) para el
diseño de observadores de estado que estiman la velocidad del
motor.



• Mínimos cuadrados recursivo (MCR).

 𝜽𝑖 𝑘 =  𝑎𝒊 𝑘 ,  𝑏𝒊 𝑘
𝑇

es un estimado de 𝜽𝑖.

𝛾𝑖 se denomina factor de olvido y satisface 0 < 𝛾𝑖 ≤ 1.

𝛾𝑖 se denomina factor de olvido y satisface 0 < 𝛾𝑖 ≤ 1.

 𝜖𝑖 𝑘 es el error de estimación de salida.

Estimación paramétrica.

 𝜽𝑖 𝑘 =  𝜽𝑖 𝑘 − 1 + 𝑷𝑖 𝑘 𝝓𝑖 𝑘 𝜖𝑖 𝑘

𝑷𝑖 𝑘 =
1

𝛾𝑖
𝑷𝑖 𝑘 − 1 −

𝑷𝑖 𝑘 − 1 𝝓𝑖 𝑘 𝝓𝑖
𝑇 𝑘 𝑷𝑖 𝑘 − 1

𝛾𝑖 +𝝓𝑖
𝑇 𝑘 𝑷𝑖 𝑘 − 1 𝝓𝑖 𝑘

𝜖𝑖 𝑘 = 𝑧𝑖 𝑘 − 𝝓𝑖
𝑇 𝑘  𝜽𝑖 𝑘 − 1

(9)



Parámetro  𝒂𝒊
𝒔−𝟏

Parámetros  𝒃𝒊
 𝒓𝒆𝒗 𝑽 ∙ 𝒔𝟐

Articulación 
del motor

 a1= 10.2  𝑏1 = 0.243 Cintura

 a2 =13.1  𝑏2 = 0.175 Hombro

 𝑎3 = 5.5  𝑏3 = 0.14 Codo

 𝑎4 = 17  𝑏4 = 0.14 Muñeca

 𝑎6 = 16.5  𝑏5 = 0.15 Muñeca

Estimación paramétrica.

Tabla 3: Parámetros estimados  𝒂𝒊 y  𝒃𝒊

Figura 7. Parámetro estimado  𝒂𝟏 Figura 7. Parámetro estimado  𝑏1



Controlador Proporcional
Integral Derivativo (PID).

Un controlador PID está dado por (10):

Donde 𝑘𝑃𝑖 , 𝑘𝐼𝑖 , 𝑘𝐷𝑖 son, respectivamente, las ganancias proporcional, 
integral, y derivativa del controlador de posición del i-ésimo motor. 

Y el sistema a lazo cerrado para el control de un motor se ilustra con la 
figura 8.

𝑢𝑖 = 𝑘𝑃𝑖𝑒𝑖 𝑡 + 𝑘𝐼𝑖 𝑒𝑖 𝑡 𝑑𝑡 + 𝑘𝐷𝑖
𝑑𝑒𝑖 𝑡

𝑑𝑡
(10)

Figura 8. Controlador PID para un motor



Es importante determinar el rango de valores de las ganancias
𝑘𝑃𝑖, 𝑘𝐼𝑖 , 𝑘𝐷𝑖 que garantizan que el sistema en lazo cerrado es estable.

La función de transferencia a lazo cerrado esta dada por (11).

Con el criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz se determina los
valores de 𝑘𝑃𝑖, 𝑘𝐼𝑖 , 𝑘𝐷𝑖, dado por (12).

Controlador Proporcional
Integral Derivativo (PID).

𝑄𝑖 𝑠

𝑄𝑑𝑖 𝑠
=

𝑠2 𝑘𝐷𝑖𝑏𝑖 + 𝑠 𝑘𝑃𝑖𝑏𝑖 + 𝑘𝐼𝑖
𝑠3 + 𝑠2 𝑎𝑖 + 𝑘𝐷𝑖𝑏𝑖 + 𝑠 𝑘𝑃𝑖𝑏𝑖 + 𝑘𝐼𝑖𝑏𝑖 (11)

𝑘𝐷𝑖 >
−𝑎𝑖
𝑏𝑖

𝑘𝐼𝑖 > 0

𝑘𝑃𝑖 >
𝑘𝐼𝑖

𝑎𝑖 + 𝑘𝐷𝑖𝑏𝑖

(12)



Observador de estados.

 Los controladores PID requieren de la velocidad de los motores del
manipulador, la cual no se encuentra disponible, pero se estima
mediante un observador de estado.

 Un observador de estados es un algoritmo que permite estimar señales
no medibles a partir de valores de entrada y de salida de un sistema.

Sea el sistema en espacio de estados definido por:
 𝒙 = 𝐴𝒙 + 𝑩𝑢
𝑦 = 𝑪𝒙

• Donde 𝒙 ∈ 𝑅𝑛𝑥1 es el vector de estados, 𝑦 ∈ 𝑅1𝑥1 es la salida del 
sistema, 𝑢 ∈ 𝑅1𝑥1 es la señal de control, 𝑨 ∈ 𝑅𝑛𝑥𝑛 es la matriz de 
estados, 𝑩 ∈ 𝑅𝑛𝑥1 es el vector de entrada y 𝑪 ∈ 𝑅1𝑥𝑛 es el vector de 
salida. 



Un observador tiene por modelo matemático a:

 𝒙 es un estado estimado de 𝒙, e  𝒚 = 𝑪 𝒙 es un estimado de la salida 
y. Por otro lado, 𝑲𝒆 ∈ 𝑅𝑛𝑥1 es la ganancia del observador de estado.

• Observador de estado para los motores del manipulador.

 𝑥1
 𝑥2

=
0 1
0 −𝑎𝑖

𝑥1
𝑥2

+
0
𝑏𝑖

𝑢𝑖

𝑦 = 𝑥1 = 1 0
𝑥1
𝑥2

𝐴 =
0 1
0 −𝑎𝑖

, 𝐵 =
0
𝑏𝑖

, 𝐶 = 1 0

Donde 𝑥1 = 𝑞𝑖 y 𝑥2 =  𝑞𝑖.

Observador de estados.

  𝒙 = 𝑨 𝒙 + 𝑩𝑢 + 𝑲𝒆 𝑦 − 𝑪 𝒙 = 𝑨 − 𝑲𝒆𝑪  𝒙 + 𝑩𝑢 + 𝑲𝒆𝑦 (13)



Observador de estados.

Figura 9. Controlador PID de un motor con observador de estados.



Controlador PID Observador de estado
Articulación del 

motor

P
kPi

I
𝑘𝐼𝑖

D
𝑘𝐷𝑖

𝑘1𝑖 𝑘2𝑖

450 0.1 30 13.8 3.24 Cintura

600 0.1 50 10.9 1.21 Hombro

650 0.1 65 18.5 42.25 Codo

450 0 10 7 25 Muñeca
450 0 10 9 20.25 Muñeca

Controlador Proporcional
Integral Derivativo (PID) y
Observador de estados.

Tabla 4: Ganancias usadas en el controlador y en el observador de cada motor



Resultados experimentales.

Figura 10. Posiciones articulares 1, 2, 3 y 4



Resultados experimentales.

Figura 11. Posiciones del efector final x, y, z y 𝜙



Resultados experimentales.
Defínase el error articular como:

Defínanse los siguientes errores en la posición y orientación del efector 
final:

Error 
articular

Valor en estado 
estacionario

Unidad

 𝑞1 0.375 °

 𝑞2 0.026 °

 𝑞3 0.260 °

 𝑞4 1.818 °

 𝑥 = 𝑥𝑑 − 𝑥
 𝑦 = 𝑦𝑑 − 𝑦
 𝑥 = 𝑧𝑑 − 𝑧
 𝜙 = 𝜙𝑑 − 𝜙

(15)

 𝑞𝑖 = 𝑞𝑑𝑖 − 𝑞𝑖 (14)

Tabla 5. Error articulares en estado estacionario



Error articular Valor en estado 
estacionario

Unidad

 𝑥 -0.058 cm

 𝑦 0.915 cm

 𝑧 0.993 cm

 𝜙 3.054 °

Resultados experimentales.

Tabla 6. Error en estado estacionario de la posición y 

orientación del efector final



Conclusiones.

Se describió la cinemática y dinámica del robot manipulador, así
como el sistema de control propuesto de bajo costo para el control
desacoplado del movimiento de las posiciones articulares del robot.

Se presentaron resultados experimentales que mostraron el buen
desempeño del controlador.

En trabajo futuro, se realizará una sintonización más fina de las
ganancias de los controladores PID con la finalidad de reducir aún
más los errores en las posiciones articulares, así como en la
orientación y posición del efector final.
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